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∀t > 0 : P (X ≥ t) ≤ α(t)

∀t > 0 : P (Y ≥ t) ≤ β(t)

=

×

P (X·Y ≥ t) ≤ 2 α ⊠ β(t)

∀t > 0 :

Soient 2 variables aléatoires: X, Y ∈ R
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∀t > 0 : P (X ≥ t) ≤ α(t)

∀t > 0 : P (Y ≥ t) ≤ β(t)

=

×

P (X·Y ≥ t) ≤ 2 α ⊠ β(t)

∀t > 0 :

Soient 2 variables aléatoires: X, Y ∈ R

“Parallel sum”

“Produit parallèle”
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∀t > 0 : P (|f(X)− E[f(X)]| ≥ t) ≤ α(t)

• Soit un vecteur aléatoire: X ∈ Rn:

∀f : Rn → R 1-Lipschitz

Cosme Louart

Concentration of the measure Hyposthesis:
“X α-concentrated”
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I - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.

II - Somme et produit parallèle

III - Concentration en Grande dimension

Plan

Cosme Louart

IV - Application à l’inégalité de Hanson-Wright

α⊞ β ? α⊠ β ? P(X + Y ≥ t) ≤ ?

P(|f(X)− E[f(X)]| ≥ t) ≤ α(t), ∀f : Rn → R 1-Lipschitz

Méthode de la transformée de Stieltjes, resolvante, leave-one-out

Généralisation aux concentration à queue large

Concentration de Φ quand ∥Φ(Z) = Φ(Z ′)∥ ≤ V ∥Z − Z ′∥.
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Soient x1, . . . , xn ∼ N (0,Σ), i.i.d., notons X ≡ (x1, . . . , xn) ∈ Rn×p.

I - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.

But: Distribution des valeurs propres de 1
nXXT : µ ≡ 1

p

∑p
i=1 δλi

??

• Correspondance µ←→ m : z 7→
∫
R

1
z−λdµ(λ)

“Transformée de Steiltjes” (similaire à la transformée de Cauchy)

• Lien avec la “Resolvante”: m(z) = 1
pTrQ(z), où Q(z) ≡

(
zIp − 1

nXXT
)−1

.

valeurs propres de 1
pXXT(

Sp
(

1
pXXT

)
= {λ1, . . . , λp}

)

Strategie: trouver Q̃ ∈Mp deterministe t.q. Q ≈ Q̃



Cosme LOUART · Operation with Concentration Inequalities 5/21

But: Approcher E[Q] = E
[(
zIp − 1

nXXT
)−1
]

Σ ≡ E
[
1
nXXT

]
= E[xix

T
i ], ∀i ∈ [n]

δ à déterminerSolution: Partir de Q̃ ≡
(
zIp − Σ

1+δ

)−1

• Bien sûr E[Q] loin de (zIp − Σ)
−1

Tr
(
A(E[Q]− Q̃)

)
= E

[
Tr

(
AQ

(
Σ

1 + δ
− 1

n
XXT

)
Q̃

)]Soit A ∈Mp, deterministe:
Dependance entre

Q et xi

=
1

n

n∑
i=1

E

[
Tr

(
AQΣQ̃

1 + δ
−AQxix

T
i Q̃

)]

I - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.
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Avec Formule de Schur: Qxi =
Q−ixi

1 + 1
nx

T
i Q−ixi

, où Q−i ≡
(
zIp − 1

nXXT − xix
T
i

)−1
.

Independant avec xi

Tr
(
A(E[Q]− Q̃δ)

)
=

1

n

n∑
i=1

E
[

Tr

((
1

1 + δ
− 1

1 + 1
nx

T
i Q−ixi

)
AQ−ixix

T
i Q̃δ

)]
+O

(
1√
n

)

1. Prendre δ1 ≡ 1
nE[x

T
i Q−ixi]

2. Prendre δ2 solution de δ = 1
nTr(ΣQ̃δ)

Inégalité de Hanson-Wright: P
(∣∣∣∣ 1nxT

i Q−ixi − δ1

∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ Ce−ct2

≈ 1
nTr(ΣE[Q]) ≈ 1

nTr(ΣQ̃δ1)

Tr
(
A(E[Q]− Q̃δ2)

)
= O

(
1√
n

)

independant avec p, n.

I - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.
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Theorem: (Hanson Wright) Soit A ∈Mn deterministe, Z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn t.q.:

P
(∣∣ZTAZ − E[ZTAZ]

∣∣ ≥ t
)
≤ Ce

− ct2

∥A∥2
F + Ce−

ct
∥A∥P

(∣∣ZTAZ − E[ZTAZ]
∣∣ ≥ t

)
≤ Ce

− ct2

∥A∥2
F + Ce−

ct
∥A∥

• ∀f : Rn → R 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ C ′e−c′t2

• ∥E[Z]∥ ≤ K
C, c, C ′, c′,K > 0, independants avec n

Adamczak, Rados law (2014) A note on the Hanson-Wright inequality for random vectors with dependencies.
Electronic Communications in Probability. 20. 10.1214/ECP.v20-3829.

Φ(Z) satisfaisant: |Φ(Z)− Φ(Z ′)| ≤ (∥AZ∥+ ∥AZ ′∥)︸ ︷︷ ︸
V :variations de Φ

∥|Z − Z ′∥

I - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.
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Y

X

X + Y = t1

X = t2
2

Y = t2
2

X + Y = t2

X = t1
2

Y = t1
2

T2

T3

T1

Definition: α⊞ β = (α−1 + β−1)−1

P (X + Y ≥ t) ≤ P
(
X + Y ≥ α−1(γ(t)) + β−1(γ(t))

)
P (X + Y ≥ t) ≤ 2γ(t)

Proposition: Soient α, β : R+ → R+, deux var. al.
X,Y ∈ R t.q. ∀t ∈ R:

P (X ≥ t) ≤ α(t) et P (Y ≥ t) ≤ β(t)

Alors P (X + Y ≥ t) ≤ 2α⊞ β(t)

Preuve: Notons γ ≡ α⊞ β, pour tout t ∈ R:

∀t ∈ [t1, t2] :
P(X + Y ≥ t) = 2

3 = P(X ≥ t) + P(Y ≥ t)

Distribution uniforme of (X,Y ) on T1, T2, T3

En particulier: α−1(γ(t)) + β−1(γ(t))= t

P (X + Y ≥ t) ≤ P
(
X ≥ α−1(γ(t))

)
+ P

(
Y ≥ β−1(γ(t))

)

II - Somme et Produit Parallèle.
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Definition: α⊠ β ≡ (α−1 · β−1)−1 (α, β > 0)

∀t > 0 : P (X ≥ t) ≤ α(t) et P (Y ≥ t) ≤ β(t)

Alors P (X · Y ≥ t) ≤ 2α⊠ β(t)

P (X · Y ≥ t) ≤ P
(
X · Y ≥ α−1(γ(t)) · β−1(γ(t))

)
P (X · Y ≥ t) ≤ P

(
X ≥ α−1(γ(t))

)
+ P

(
Y ≥ β−1(γ(t))

)
P (X · Y ≥ t) ≤ 2γ(t)

Preuve: Notons γ ≡ α⊠ β = (α−1 · β−1)−1, ∀t > 0:

Proposition: Soient α, β : R+ → R+, X,Y > 0 t.q.:

Lemma: (α⊠ β) ◦ exp = (α ◦ exp)⊞(β ◦ exp)

α, β : (−∞, 0)→ {+∞}

II - Somme et Produit Parallèle.
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II - Somme et Produit Parallèle.

Introduisons:

incu : R −→ R̄

t 7−→

{
−∞ si t < u

+∞ si t ≥ u,

Lemme: Soit α décroissante:

P(|V − u| ≥ t) ≤ α(t)

=⇒ P(|V | ≥ t) ≤ α ◦min

(
inc2u,

Id

2

)
(t)

Lemme: α ◦ (f ⊞ g) = (α ◦ f)⊞ (α ◦ g)

• inc−1
u : t 7→ u

• min(f, g)−1 = max(f−1, g−1)

α ◦min

(
inc2u,

Id

2

)
(t)

Preuve: t ≥ 2u =⇒ t
2 ≤ t− u.

Preuve: Id−1 ·min

(
incu,

Id

λ

)−1

= Id ·max (u, λ Id)

= max
(
u Id, λ Id2

)Preuve: Id−1 ·min

(
incu,

Id

λ

)−1

= Id ·max (u, λ Id)

= max
(
u Id, λ Id2

)
If α : t 7→ e−t2 :

≤ e−
t2

u2 + e−
t
λ

On retrouve le terme de droite de Hanson Wright avec:

• u = ∥A∥F
• λ = ∥A∥

Maintenant, étant donnés X,V :

P(X ≥ t) ≤ α P(|V − u| ≥ t) ≤ α(t/λ),

Lemme: Id⊠min
(
incu,

Id
λ

)
= min

(
Id
u ,
√

Id
λ

)→ P(XV ≥ t) ≤ α ◦ Id⊠min(inc2u, Id /2λ)(t)
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III - Concentration en grande Dimension

Soit Φ : Rn → Rn λ-Lipschitz et f : Rn → R 1-Lipschitz:

P (|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′))| ≥ t)

= P
(∣∣∣∣ 1λf(Φ(Z))− 1

λ
f(Φ(Z ′))

∣∣∣∣ ≥ t

λ

)
≤ 2e−

t2

2λ2 .

Michel Talagrand (1995) Concentration of measure and isoperimetric inequalities in product spaces. Publications
mathématiques de l’IHÉS, 104:905–909.

Theorème: (Talagrand)
Soit Z = (Z1, . . . Zn) ∈ [0, 1]n s.t. Z1, . . . , Zn independants
∀f : Rp → R, 1-Lipschitz et convexe:

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ 2e−
t2

4 .

Theorème: Soit Z ∼ N (µ, In), ∀f : Rn → R, 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− f(Z ′)| ≥ t) ≤ 2e−
t2

2 Z,Z ′ i.i.d.

∥Φ(Z)− Φ(Z ′)∥ ≤ V ∥Z − Z ′∥ a.s.

Aléatoire

“Diamètre de la Distribution”:
O(
√
n)
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III - Concentration en grande Dimension

Theorème: Soit Z ∈ Rn, aléatoire, t.q. ∀f : Rp → R,
1-Lipschitz:

P (|f(Z)− f(Z ′)| ≥ t) ≤ α(t) (Z,Z ′ i.i.d.)

∀t > 0 : P (|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′)| ≥ t) ≤ C α⊠ β(t)

• Soit Φ : Rn −→ Rn t.q.:

∥Φ(Z)− Φ(Z ′)∥ ≤ V ∥Z − Z ′∥ a.s.

• Soit V ∈ R+ aléatoires t.q.:

∀t > 0 : P (V ≥ t) ≤ β(t)

Alors: ∀f : Rn → R 1-Lipschitz, ∀t > 0:

“Preuve:” Notons γ ≡ α⊠ β = (α−1 · β−1)−1. En particulier, ∀t > 0 : α−1(γ(t)) · β−1(γ(t)) = t

P (|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′)| ≥ t) ≤ P
(
|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′)| ≥ t, V ≤ β−1(γ(t))

)
+ P

(
V > β−1(γ(t))

)
P (|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′)| ≥ t) ≤

Cα
(

t
β−1(γ(t))

)
P(V ≤ β−1(γ(t))

+ P(V ≥ β−1(γ(t))

P (|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′)| ≥ t) ≤ max((2C + 1)γ(t), 2γ(t))

P (|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′)| ≥ t) ≤ C
α
(

t
β−1(γ(t))

)
1− π

+ π avec π ≡ P(V > β−1(γ(t))≤ γ(t)
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III - Concentration en grande Dimension

Theorème:
• Soit Z ∈ Rn, t.q. ∀f : Rp → R, 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− f(Z ′)| ≥ t) ≤ α(t) (Z,Z ′ i.i.d.)

∀t > 0 : P (|f(Φ(Z))− f(Φ(Z ′)| ≥ t) ≤ 2 α⊠ β(t)

• Soit Φ : Rn −→ Rn t.q.:

∥Φ(Z)− Φ(Z ′)∥ ≤ V ∥Z − Z ′∥ a.s.

• Soit V ∈ R+ aléatoire t.q.:

∀t > 0 : P (V ≥ t) ≤ β(t)

Alors: ∀f : Rn → R 1-Lipschitz, ∀t > 0:

Question: Peux-t-on remplacer

{
f(Z ′)

f(Φ(Z ′))
avec

{
E[f(Z)]

E[f(Φ(Z))]
??

Oui, SI α, β : t 7→ 2e−t2/2

D’autres choix pou α, β ??

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ 2e−t2/2

=⇒ P (|f(Z)− f(Z ′)| ≥ t) ≤ Ce−ct2

=⇒ P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ C ′e−c′t2

Pour C,C ′, c′, c > 0 constantes numériques.
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III - Concentration en grande Dimension

Theorème:
• Soit Z ∈ Rn, t.q. ∀f : Rn → R, 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ α(t)

• Soit Φ : Rn −→ Rn t.q.:

∥Φ(Z)− Φ(Z ′)∥ ≤ V ∥Z − Z ′∥ a.s.

• Soit V ∈ R+ aléatoire t.q.:

∀t > 0 : P (|V − E[V ]| ≥ t) ≤ α

(
t

λ

)
Alors: ∀f : Rn → R 1-Lipschitz, ∀t > 0:

Rappel:

α⊠ α ◦min

(
incE[V ],

Id

λ

)
= α ◦min

(
Id

E[V ]
,

√
Id

λ

)
∀t > 0 : P (|f(Φ(Z))− E[f(Φ(Z)]| ≥ t) ≤ 2 α

(
t

|E[V ]|

)
+ 2 α

(√
t
λ

)
.

• Suppose α independant avec n et:

σα ≡
√∫

R+

tα(t)dt ≤ ∞ (E[|f(Z)− E[f(Z)]|2] ≤ σ2
α)
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• Consider V ∈ R+ random s.t.:

∀t > 0 : P (|∥AZ∥ − E[∥AZ∥]| ≥ t) ≤ α

(
t

∥A∥

)

IV - Application à l’inégalité de Hanson-Wright

Theorème:
• Soit Z ∈ Rn, t.q. ∀f : Rp → R, 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ α(t)

Alors: ∀A ∈Mn, ∀f : Rn → R 1-Lipschitz, ∀t > 0:

• Consider Φ : Rn −→ Rn s.t.:∥∥ZTAZ − Z ′TAZ ′∥∥ ≤ (∥AZ∥+ ∥AZ ′∥)︸ ︷︷ ︸
V

∥Z − Z ′∥ a.s.

∀t > 0 : P
(∣∣ZTAZ − E[ZTAZ]

∣∣ ≥ t
)
≤ 2 α

(
t

E[∥AZ∥]

)
+ 2 α

(√
t

∥A∥

)
.

• Supposons α independant avec n et:

σα ≡
√∫

R+

tα(t)dt ≤ ∞
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IV - Application à l’inégalité de Hanson-Wright

Alors: ∀A ∈Mn, ∀f : Rn → R 1-Lipschitz, ∀t > 0:

E[∥AZ∥] ≤
√

E[∥AZ∥2]

=
√

E[Tr(ATAZZT )]

= ∥A∥F
√
∥E[ZZT ]∥

Lemme: Soit Z ∈ Rn t.q.(∗):

• Supposons ∥E[Z]∥ ≤ σα.

P
(∣∣ZTAZ − E[ZTAZ]

∣∣ ≥ t
)
≤ C α

(
ct

σα∥A∥F

)
+ Cα

(√
ct

∥A∥

)
.

Theorème:
• Soit Z ∈ Rn, t.q. ∀f : Rp → R, 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ α(t) (∗)

avec α : R+ → R+ independant avec n.

• σα ≡
√∫

R+

tα(t)dt ≤ ∞

Theorème:
• Soit Z ∈ Rn, t.q. ∀f : Rp → R, 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ α(t) (∗)

avec α : R+ → R+ indépendant avec n.

∥E[ZZT ]∥ ≤ ∥E[Z]∥2 + Cσ2
α

pour une constante numérique C > 0
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IV - Application à l’inégalité de Hanson-Wright

Theorème:
• Soit Z ∈ Rn, t.q. ∀f : Rp → R, 1-Lipschitz:

P (|f(Z)− E[f(Z)]| ≥ t) ≤ α(t) (∗)

avec α : R+ → R+ indépendant avec n.

• σα ≡
√∫

R+

tα(t)dt ≤ ∞

Alors: ∀A ∈Mn, ∀f : Rn → R 1-Lipschitz, ∀t > 0:

• Supposons ∥E[Z]∥ ≤ σα.

P
(∣∣ZTAZ − E[ZTAZ]

∣∣ ≥ t
)
≤ C α

(
ct

σα∥A∥F

)
+ Cα

(√
ct

∥A∥

)
.

Comparaison Adamczak’s result: α : t 7→ e
− t2

2σα2
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Aller plus loin...

=

(
(α ◦ exp) ⊞ (α ◦min

(
incδ1 ,

Id

η1

)
◦ exp)

)
◦ log

= α ◦ exp ◦ (Id ⊞ min (inclog δ1 , Id− log(η1))) ◦ log,

α ⊠ α ◦min

(
incδ1 ,

Id

η1

)

Nouvelle notation:
Id− log δ1

0 |∩
+

Id−ν1
1

⊞ min

(
Id−θ0

0 |∩
+

,
Id−θ1

1

)
= min

(
Id−ν1 − θ0

1 + 0
,
Id−ν1 − θ1

1 + 1

)
.

Retour sur le calcul

incu : t 7−→

{
−∞ si t < u

+∞ si t ≥ u,
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Aller plus loin...

∀t ∈ R : α(t) = min
a∈A

t− α̌a

a |∩
+

et β(t) = min
b∈B

t− β̌b

b |∩
+

,

α⊞ β = min
(a,b)∈A×B

t− α̌a − β̌b

a+ b |∩
+

.

où (α̌a)a∈A ∈ RA et (β̌b)b∈B ∈ RB, pour A,B ⊂ R+
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Aller plus loin...

∀t ∈ R,∀k ∈ [n] : α(k)(t) = min
a∈A(k)

t− α̌
(k)
a

a |∩
+

où (α̌
(k)
a )a∈A(k) ∈ RA(k)

, pour A(k) ⊂ R+

α(1) ⊞ · · ·⊞ α(n) = min
(a1,...,an)∈A(1)×···×A(n)

t− α̌
(1)
a1 − · · · − α̌

(n)
an

a1 + · · ·+ an
|∩
+

.

Indice pour la preuve : α̌ = −(α−1)∗

“conjugate of the inverse”

(Pour des cas où ∥Φ(Z)− Φ(Z ′)∥ ≤ V2 · · ·Vn∥Z − Z ′∥)

α(2) α(n)α(1)
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Aller plus loin...

α(1) ⊞ · · ·⊞ α(n) = min
(a1,...,an)∈A(1)×···×A(n)

t− α̌
(1)
a1 − · · · − α̌

(n)
an

a1 + · · ·+ an
|∩
+

.

Inégalité de concentration
“multi-niveaux”

∥Φ(Z)− Φ(Z ′)∥ ≤ V2 · · ·Vn∥Z − Z ′∥

α(2) α(n)α(1) Plus pratique pour
les statisticiens ?


