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Operation with Concentration Inequalities and Conjugate of Parallel Sum

Cosme Louart

‘ ‘ ‘ Following the concentration of the measure theory formalism, we consider the transformation <I>(Z) of a random variable Z
having a general concentration function c. If the transformation @ is A-Lipschitz with A > 0 deterministic, the concentration
function of ®(Z) is immediately deduced to be equal to (- /). If the variations of ® are bounded by a random variable A

having a concentration function (around 0) 8 : R, — R, this paper sets that @(Z) has a concentration function analogous to
the so-called parallel produuct of & and 3: (a_l . ﬁ_l)_l. We apply this result to (i) express the concentration of large-tailed

COS m e I_O u a rt random vectors, (ii) generalize Hanson Wright inequality, and (iii) provide useful insights on the so-called "multilevel
concentration" that appears when A is the product of n random variables. This last result is obtained when we formulate the
Ch in ese Un IverSIty conjugate functions of the parallel sum of n real mappings.
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Hanson Wright Soient 2 variables aléatoires: X,Y € R
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o Soit un vecteur aléatoire: X € R":

BRI s 0: B (j70x) — E[/(X))| > 1) <a()
a queue large Vf:R® = R 1-Lipschitz
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Hanson Wright
. 5 | - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.
a queue large ==

Méthode de la transformée de Stieltjes, resolvante, leave-one-out

Il - Somme et produit paralléle

Il
90000 wBF7 aRH? BX+Y20)<T
Il - Concentration en Grande dimension
Cosme Louart
M " " - -
Chest Gy P(|f(X) — E[f(X)]| > t) < a(t), Vf : R® — R 1-Lipschitz
of Hong Kong
Shenzhen Concentration de ® quand [|®(Z) = ®(Z')| < V|| Z — 7.
IV - Application a I'inégalité de Hanson-Wright
Il

Généralisation aux concentration a queue large
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| - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.

Soient z1,...,x, ~N(0,%), i.id., notons X = (z1,...,x,) € R"*P,

Distribution des valeurs propres de %XXT = %Zle 0,

valeurs propres de %XXT/‘

(Sp (%XXT) SV Ap})

Correspondance /i <— m : 2+ [, —dp(A)

“Transformée de Steiltjes” (similaire a la transformée de Cauchy)

Lien avec la “Resolvante”: m(z) = 1 TrQ)(z), ot Q(z) = (21, — %XXT)_l.

T p

trouver () € M, deterministe t.q. () = Q
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| - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.

il B
Approcher E[Q] = E [(zIp _ %XXT)_l}
Bien siir E[Q] loin de (21, — %)™ V=R [ XX =Elra]], Vi€ n]
~ _1 \ Ve =
Partir de Q — (le — %) 0 a déterminer

Dependance entre

Soit A € M,,, deterministe: Q) et x;

. 51 - 1< | (4020 2\

Ty (A(IE[Q] _ Q)) ) [Tr <AQ <1—+5 _ EXXT> Qﬂ — - E|T ( [ AQ:E,,;;C;?Q)

i=1 L i
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| - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.

m(eier-0) = 3o [ (5 - g ) 40eet )] +o ()

CQ)_ix;
1 + %,CC;-FQ_Z'QCZ

1

Avec Formule de Schur: Qx; = ou ;= (2I, — L XX —zxl)

‘\— Independant avec z;

independant avec p,n
Prendre 01 = %E[@FQ—@%]% %TF(ZE[Q])

Prendre 0, solution de 0 = %Tr(EQ(s) Tr (A(E[Q] — Q&)) =0 (%)
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| - Motivation: Hanson Wright pour la théorie des mat. al.

(Hanson Wright) Soit A € M,, deterministe, Z = (z1,...,2,) € R” t.q.:

Vf:R™ — R 1-Lipschitz: -
P(1f(Z) -E[f(2)]| 2 t) < Ce™ "

IELZ]]| < K

C,c,C', ¢, K > 0, independants avec n

2
ct ot

P(|Z"AZ —E[ZTAZ]| > t) < Ce "E 4+ Ce T4

®(Z) satisfaisant: |®(Z) — ®(Z)| < (||AZ|| + ||AZ'||) |||1Z — Z/|

V :variations de &

Adamczak, Radostaw (2014) A note on the Hanson-Wright inequality for random vectors with dependencies.
Electronic Communications in Probability. 20. 10.1214/ECP.v20-38209.
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|| - et Produit Parallele.

==
_q 1 VtE[tl,tz]
aBpf=(a"+57) P(X+Y >t)=2=P(X >t)+P(Y > 1)
Soient o, B : R, — R, deux var. al. YA
X, Y eR tqg. Vt € R:
P(X>t)<a(t) e P >t) <p(t) T,
P(X +Y >t) < 2aBB()
Preuve: Notons v = aH 3, pour tout t € R:
En particulier: a1 (y(¢)) + 87 (~(t))= 1
N T
PX+Y >t)<P(X+Y>a (1) +8'(v(1)) - N
<P(X>a '(y(1) +P (Y > 87 (v(1))) N A
< 2y(t) Distribution uniforme of (X,Y) on T1,7T5,T5

C M
*
e
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]l - Somme et Paralléle.

aXp=(at-pH=2

0
T a, B : (—o00,0) = {400}
Soient o, 3 : R, — R,, X, Y >0 t.q.:

Vt>0: P(X>t)<alt) et P(Y >t)<B(t)
P(X-Y >t)<2aXB(t)

Preuve: Notons y=aX B = (a1 5717, vt > 0:
P(X-Y>t)<P(X-Y>a '(v(t) 871 (y(®))
(

P(X >a ty(1)) + P(Y > B L((t)
27(t)

IA A
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]l - Somme et Paralléle.

Introduisons: Maintenant, étant donnés X, V:
inc,: R —s R P(X >1t) <« PV —u| >t) < a(t/)),
— P(XV >1t) < aoldXmin(incs,, Id /2X)(t)

, —0o0 sl t<u
min (incu, %) = min (%, \/%>

+00 s1 t>u,
Id

~1
reuve: Id ™' - min (incu, X) = Id - max (u, AId)

Soit o décroissante:

PV — > 1) < ot
— P(|V| >1t) < aomin (mCQu, §> (1) o s e_tz:

Preuve: t22u:>%§t—u.

+2

_t t
<e «Z +e X

ao(fHg)=(ao f)H (aog) On retrouve le terme de droite de Hanson Wright avec:
1 u=||A
min(f,g) ! = max(f~L,g7") |4l
inc, ' it u A= [|A]
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Il - Concentration en grande Dimension

Soit Z ~ N (u,I,), Vf : R™ — R, 1-Lipschitz:

P(£(7) — fMd

Soit ¢ : R®™ — R"™ A-Lipschitz et f : R®™ — R 1-Lipschitz:
P(f(2(2)) = f(2(Z2)] = t)

=P <|%f(<1>(2)) = %f(@(Z’))‘ > ;) <9 3T, 12(2) —@(2')| < rHZ — 2| as

Aléatoire

(Talagrand)
Soit Z = (Z1,...2,) € [0,1|" s.t. Z4,...,Z, independants
VI :RP — R, 1-Lipschitz et convexe:

B _t2 “Diametre de la Distribution”:
P(lf(Z2) —E[f(2)]| =t) <2 7. O(v/n)

Michel Talagrand (1995/) Concentration of measure and isoperimetric inequalities in product spaces. Publications
mathématiques de I'lHES, 104:905-9009.
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Il - Concentration en grande Dimension

Soit Z € R", aléatoire, t.q. Vf : RP — R, Soit & : R" — R" t.q.:
1-Lipschitz:

P(f(Z) - f(Z) 2 t) <alt) (2,7 iid)

Soit V € R aléatoires t.q.:

|@(Z2) —2(Z)| < VIZ-Z"| as.
Vi :R"™ — R 1-Lipschitz, Vt > O:

vVt > 0:

vt>0: P(V>t)<B(t) - P(f(R(2)) = f(2(Z')] = 1) < C ald5(t)

“Preuve:” Notons y=aX 3= (ot 571~ En particulier, Vt > 0: a~1(y(t)) 871 (v(t)) =t
P(|f(2(2)) — f(2(Z)] = t) <P (|f(2(2)) = f(R(Z)| = t.V <3 (1) +P(V > 3 (7(1)))

g Co (6—1(t7(t)))
— P(V < B71(y(b))

+B(V > 87 (1(8))

< C’& (511_(7:))) +7 avec =PV > B7H(v(t)< (1)

< max((2C + 1)v(1),2v(1))
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Il - Concentration en grande Dimension

Soit & : R — R" t.q.:
Soit Z € R", t.q. Vf : RP — R, 1-Lipschitz:
|(Z2) —e(Z)| < VIZ-Z'|| as.
P(f(2) - [(Z)| >0 <alt) (2,7 iid)

Soit V € R aléatoire t.q.:
vE>0: P(V=t)<B(t) P(|f(2) - E[f(Z)]| > t) <27/
= P(f(2) - [(Z)] >1) < Ce "
(

Vf:R"™ — R 1-Lipschitz, Vi > 0: — P(|f(Z) - E[f(2)]]| >t) < Ol e—c't
Pour C,C", ', ¢ > 0 constantes numériques.

vt 0 P(F(®(Z) = (D7) > 1) <2 a R A(t)

f(Z) {E[f(Z)] Oui, Sl o, B it 2e 1 /2

Peux-t-on remplacer {f((I)(Z’)) E[f(®(Z))] oou o, B 77
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Il - Concentration en grande Dimension

Soit & : R — R" t.q.:
Soit Z € R", t.q. Vf : R™ — R, 1-Lipschitz:
|(Z2) —e(Z)| < VIZ-Z'|| as.
P(f(Z2) =EJ(2D]| = t) < a(t)

. , . Suppose o« independant avec n et:
Soit V € R, aléatoire t.q.: PP P

vt>0: P(V-E[V]>t)<a (i) O = \//IR+ ta(t)dt < oo (E[|f(2) - E[f(2)]]"] < oa)

Vi :R"™ — R 1-Lipschitz, Vt > O:

ve>0: P(f(®(2) B2 20 <2a(ghy) +2a (/1)

- | ( Id> | ( d[1d
87 G O 111 1nCE[V]7 X — (¥ O I1n W, X
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IV - Application a |'inégalité de Hanson-Wright

W
v

Soit Z € R", t.q. Vf : RP — R, 1-Lipschitz:

|27 AZ — 2" AZ| < (||AZ|| + | AZ"|) |12 - Z'| as.

P(f(Z2) —E[f(2)]l = t) < a(?) N
Supposons « independant avec n et:
v
¢ _
vi>0: P([AZ] - E[AZ]]| > 1) <a (,7) 70 = \/ .. taterit < o
+

VA e M, Vf:R"™ — R 1-Lipschitz, Vt > 0:

vt >0: P(|2TAZ-R[ZTAZ)| > t) gza(m)ma( ﬁ)

(R I
ese University of Hong Kong, Shenzhen
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IV - Application a |'inégalité de Hanson-Wright

Soit Z € R™, t.q. Vf : R? — R, 1-Lipschitz: E[|AZ|]] < VE[|AZ|?]
P(f(2)—Ef(D)]| >t <alt) (4 = \JE[Tr(AT 4Z27)
avec o : R™ — R_ indépendant avec n. — HAHF\/HIE[ZZT]H
Oo = \//R ta(t)dt < oc Soit Z € R™ t.q.(*):
+

Supposons ||E[Z]|| < g,. IE[ZZ"]|| < |E[Z]|” + Co,

_ _ pour une constante numérique C' > 0
VA e M, Vf :R"™ — R 1-Lipschitz, Vt > O:

P(|27AZ ~E[ZTAZ)| > 1) < Ca () + Ca (/%)
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IV - Application a |'inégalité de Hanson-Wright

Soit Z € R", t.q. Vf : RP — R, 1-Lipschitz:

P(1f(2) = E[f(Z2)]| 2 1) < al?) (%)

avec o : R™ — R, indépendant avec n.

o = \//R ta(t)dt < oo

Supposons ||E[Z]|| < g,.

VA e M, Vf :R"™ — R 1-Lipschitz, Vt > O:

P(|27AZ ~E[ZTAZ)| > 1) < Ca () + Ca (/%)

_ 2
Adamczak’'s result: o : t — e 200

2
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Aller plus loin...

il B
Retour sur le calcul
.. Id .. Id
a X « omin | incg, , o) (o exp) H (aomin | incy,, o oexp) | olog
1 1
= aoexpo (Id B min (incjegs,,Id —log(n1))) o log,
)
. —00 sl t<u Id — logc §
. : _ 1
mey s by L g s 4, Nouvelle notation: ; 5 B
\ o +

Id —1U1 ) Id —(90 Id —(91 i Id —UV1 — 60 Id — U1 — 91
ST e T ) T T e T 141 )
_|_
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Aller plus loin...

t— a, =D

VieR: a(t) = min
acA a

ou ((ig)aca € R4 et (Bb)beB c R”, pour A,B C R,

. t— @a _ Bb
aH S = min -
(a,b)eAXB a-+b +

BT LK E R A Sﬁﬁ?g%ﬁm Cosme LOUART - Operation with Concentration Inequalities g,
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Aller plus loin...

il B
t—
Vt € R,VEk € |n] : o™ (t) = min -
a,gA(k) a +
obt (A, car € RAY | pour A® c R,
< (1) < (n)
t—asy — oo A
L EO A == IR = = VI () min Yay Yan -
(a1,eeeyan)EAM) x .o x A7) a + -+ ay v
pour la preuve : & = —(a™1)*

“conjugate of the inverse”

(Pour des cas ol [|®(7) — CID(Z’)HjYQ : /VRHZ —Z'|)
) / 2)
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Aller plus loin...

Il
< (1) < (1)
oA HBa™ = min — -
(a1,...,an)EAM) x... x A(n) a; + -+ Ay +

Inégalité de concentration
“multi-niveaux”

|®(2) = @(Z)[| < Va--- Vil Z = Z

/ /‘ Pl ti
L) us pratique pour

9 o
a'?) a'™ les statisticiens ?
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